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ER'ENGER B.	 MRTHEMRTI QUES T.C -9-99/00 

1 
Partie 1: l~(

~~1r[E~~O(GJ~ 1r~O~	 \ 
1°) Soit h la fonction définie par: 

~©~ 

EXERCICE 1 r 

Soient les nombres complexes:
 
,J6-i.f2 .
 

ZI = et Z2 = 1- 1 . 
2 

JI 1°) Mettre sous forme trigonométrique ZI' Z2 et,il 
Z=~. 
Ç"f'r Z2
 

1" -:; 2°) En déduire que:
 

~ cos(~) = ,J6 + -Ii et sin(~) = ,J6 - -Ii. 
. 12 4 12 4 

3°) On considère l'équation d'inconnue réelle x : 
(.J6 + ..fi) cos x + (.J6 - ..fi) sin x = 2 

a) Résoudre cette équation dans IR. 
b) Placer les points images des solutions sur 

/.... le cercle trigonométrique. 

EXERCICE II f: 
Soient A, B, C trois points du plan non alignés
 
tels que le triangle ABC ne soit pas équilatéral.
 
On désigne par A', B' et C' les milieux respectifs
 
des segments [BC), [CA] et [AB]. On pose a = BC,
 
b = CA et c = AB.
 
1°) On considère le vecteur:
 

----;. ----;. ----;.
2 2 2ü=a BC+b CA+c AB. 

----;. ----;. 

Montrer que ü = (a2 - b2) AC + (c 2 - a2) AB. 
En déduire que ü n'est pas le vecteur nul. 
2°) Pour tout point M du plan, on pose: 

----;. ----;. ----;. ----;. ----;.	 ----;.
2f(M) = a2BCMA' + b CA MB' + c 2 AB MC'. 

a) Soit 0 le centre du cercle circonscrit au 
triangle ABC, calculer f(O). 

b) Soit G le centre de gravité du triangle 
----;. ----;. 

<, ABC. Montrer que BCGA' = ~(b2 - c2). 

/" En déduire la valeur de f(G). 
c) Déterminer l'ensemble (D) des points M 

du plan tels que f(M) = o. 

PROBLEME 

In désigne la fonction logarithme népérien.
 
Le but de ce problème est d'étudier la fonction f
 
définie par :
 

x+l 
TI x EIR- {-l, 1} f(x) = (XL 1) ln 1"X="l1 
f(l) = 0{
f(-I) = 0 

Les résultats d'une partie non traitée pourront être 
utilisés dans les parties suivantes. 

h: [0; +00 [----------> IR 
Lf' ~ 

- 4x 1x + 1 1x 1-------> -2-- + 2In - 
x -1 x-l f '. 1. 

Etudier les variations de h sur son 
ensemble de définition. 
2°) Du calcul de h(O) et de lim h, déduire que: 

J 
'r., : 

, 

+00
 

TI x E [0, 1[ h(x) ~ 0
 
et TI x E ]1, +oo[ h(x) < 0
 

On ne cherchera pas à déterminer la limite de h quand 
x tend vers 1. 

Partie II 311
 
1°) Soit g la fonction àéfinie par:
 

g:	 [0; +00 [ )IR
 

x + 1 1
 x	 ~ 2xIn l x-=:L -2 .' ,, - .,. 
Etudier les variations de g sur son 

ensemble de définition. ~( 
2°) Préciserla linùte de g en 1. 
3°) a) Justifier que: 

lim [X; 1 ln ( 1 + x ~ 1) ] = 1. 
X-"'+OO 

1,,b) Démontrer que: lim g = 2
 
+00
 

4°) a) Déduire des questions	 précédentes qu'il 
) 

existe un nombre réel unique a, élément de ] 0; 1[ 1 
tel que g(a) = O. 

b) Démontrer que: 0,6 < Ct < 0,7. Ît 
( Pour les calculs on utilisera une machine ou les 
indications suivantes: 

17 
0,69 < ln 2 < 0,70 et 1,73 < ln "3 < 1,74) 

Partie ID .r 
Etude de f. 

1°) Etudier la parité de f. ,
; 
1 

,, ;,2°) a) Démontrer que f est continue en 1. 
b) f est-elle dérivable en 17 

que peut-on en déduire pour la re résentation Jlt,graphique (Cf) de f7	 ~ ~ 
.;'l'.3°) Etudier les variations de f s IR. ') 

4°) a) Calculer hm f. /' ~ 
+00 01 '" 

b) On admettra que: 
lim [f(x) - 2 x - 1 ] = O. 

Que peut-on en déduire pour (Cf) 7 , 1-1 

c) Utiliser l'égalité g(a) = 0 pour 
a2 - 1 ,1 

démontrer que: f(a) = -a

d) Tracer (Cf) dans le plan muni d'un 
repère orthonormé 

( 0, i ,î ) (unité 2 cm). On indiquera les '4:
tangentes à (Cf) aux points d'abscisse -1; 0; 1; aJ""t.
et - Ct. 



• •
, 

T.C -10 - 99/00 

'; [x -1 2] ;donc lim g(x) = +00 .d'autre part :, lim --ln(l +--) ~ 
_1 \x-+.., 2 x-l 

" 
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EXERCICE 1 

•	 ../6 - i .[2
1°) Soient les nombres complexes: z, = --2-- , z, = 1 - i et Z=~. 

z, =4- 2=2 

On a alors: Izd =.J2, Iz,I-.J2 et IZI=I~I=E.J~ ../2=1z, Iz,1 ..[2 

arg(z,) = - -li: donc arg(Z) ~ 

li: li: li:
4 

--+-=
6 4 12 

20)Or Z = ~ = ..J6 + i../2 = (..J6 + i../2)(1 + i) 
z, 2(1-i) 2(l-i)(1+i) 

(Z1)arg - = arg(z,) - arg(z,)= 
z, 

..J6 +../2 + ..J6 -../2 i (a) 4°) Sur ]1 ; +00[, g(x) > 2 donc l'équation g(x) = a n'admet aucune solution sur cet 
4 4 intervalle. 

Sur] 0; 1[, g est continue et strictement croissante, sa restriction à cet intervalle est 

x a 1 +00 
g'(x) + Il - 

g(x) ~+ooll+OO-~2 
_.:2

Mais Arg(Z)= -& et 121= 1 doncZ= cos(-&)+ i sin(-&) (~) 

B 

B' 

A.;.'+_----f;,---_+A_~ 

donc une bijection de J0; 1 [sur )- 2; +00 [_ Or a E J- 2 ; +00 [ donc a 
admet un antécédent unique a Ela; 1[ par g_

(li:) (li:)../6+../2 ../6-.J2
deségalités(a)et(~)onendéduit:cos ï2 =--4- etsin 12 =--4-' 

Soit 0,6 < x < 0,7 alors 1,6< x+l < 1,7 (&) et 0,3 < 1 - x < 0,4 c'est 
3°)( ..J6 + ../2) cos x + ( ..J6 - ../2) sin x = 2 <=> 4 cos( -& ) cos x + 4 sin( -&) sin x = 2 à-dire -.L < _1_< -.L (E)

0,4 l-x 0,3
x-~~~+21at lx~ 5l1: + 2lat en multipliant membœ à membre les deux inégalités (&) et (E) on 

<=> cos (x - ~) = 1. = cos(~) d'où 12 3 <0> 12 
12 2 3 x-~~-~+2kll: x~-~+2kll: - 4 lx +11 17 L f - 1 _. . 21ob tient < -- < -. a onction n etant stnctement crOissante: n1 12 3 4 

EXERCICE II 

~ ~ ~ 

1°)	 ü~a'BC+b'CA+c'AB 
~~ ~ ~ ~ ~ 

a'(BtI + AC) - b' AC + c' AB '; (a' - b')AC +(c' - a')AB-	 ~ ~ 

si u est le vecteur nul, ses coordonnées dans le repère (A; AC ,AB ) sont nulles donc 
a'-b' = a et c'-a'=O équations qui entraînent, puisque les trois nombres a,b,c sont 
positifs, que a = b = c don-.: que le triangle ABC est équilatéral ( contraire aux 

hypothèses) donc le vecteur u ne peut être nul. 
~ ~ ~	 ~ ---+---+ 

2°) f(M) = a'BCMA' + b' CA MB' + c' AB MC'. 
---+ ---+ ---+ ---+ ---+ ---+ ~ ~ 

a) f(O) = a'BCOA' + b' CA OB' + c' AB OC., mais les vecteurs OA', OB', 
~	 ~ ~ ~ 

OC' sont respectivement orthogonaux aux vecteurs Be, CA, AB donc 
---+ ~ ~ ~ ~---+ 

OA' BC = OB' CA = OC' AB = O. Alors, f(O) =0 
b) G étant le centre de gravité du triangle ABC 

---+ ---+ -+ -+ 1 -+ 1 -+ --+ 1 ---Jo -+ 1 
BCGA'=(AC-AB)'3AA.'=:3(AC-AB)'2(AC+AB)=6(b'-c'). De même on en 

---+ ---+ ---+ ---+ 
déduitque CAGB'-i(c'-a') etABGC' ~i(a'-b').D'où en remplaçant les 

produits scalaires on obtientf(G)= a 
---+ ---+ ---+ ---+ ---+ ---+ 

c) f(M) = 0<=> a'BCMA' + b' CA MB' + c' AB M C= a 
---+ ---+ ---+ ---+ ---+ ---+ ---+ ---+ ---+ 

<=> a'BC(M G+ GA') + b' CA (M G+ GB')+c' AB (MG+ GC) =0 
---+ ---+--0 --0 

<=> M G u + f(G) = a <=> M G u = a 

Le point M décrit donc une droite passant par G et orthogonale au vecteur u. Cette 
droite contenant aussi le point 0 (distinct de G car ABC n'est pas équilatéral ), M 
décrit la droite (GO) 

PROBLEME 

Partie 1: 

1°) Soit h la fonction définie par: h: [0; +00 [----------> IR 
- 4x 

l
x + 1 1x 1-------> x 2 _ 1 + 2ln x:T 

D h=(O;l(U]l;+oo(
 
-2
 

- 4 (x' - 1) - 2x( -4x) (x -1)' 4x' + 4 4 8
 
h'(x) (x' -1)' +2~
 (x' -1)' - x' -1	 - (x' -1)' 

x -1 
R;O+ 00 [, h'(x) > 0, donc ~a fonction h est strictemen::Oissante 

~0~~~0I 

2°) Sur l'intervalle [0; 1[, h est strictement croissante et h(O) = a donc'" x E[ a ; 1 [,
 
h(x) "o.
 
De même comme J.'.~ h(x) = 0, '" x E]l; + 00 [ h(x) < O.
 

Partiell
 

l
x + 1 1
1°) Soi t g la fonction définie par: g(x) = 2 x ln x:T - 2 _On a D,=[ 0; 1[ U Jl; 

+00 [
 
g'(x) = h(x) donc g' a le même signe queh
 

x -1 3 

X+ll 17 _ {1'38<lnl~I<1'742< ln -- < ln- ceqw nous donne x-lj
x - 1 3 1, 2 < 2x <1, 4 

c'est-à-dire (1,2)(1,38)-2<g(x)<(1,4)(1,74)-2 <=> -0,344 < g(x) <0,436 donc g<JO,6 ; 
0,7[> = ]-0,344; 0,436[ 
alors comme a EJ-0,344; 0,436[ on en déduit que son antécédent a E ]0,6; 0,7[ 

Partiem 
1O)Df= IR, a centre de symétrie de D f- Calculons 

, I-X+ll' 1 , IX+l!f(-x) = (x -l)ln-- = (x -1)ln-- ~ -(x -lJ'\n-
-x-l	 ~_1 x-l
 

x-l
 
On a donc f(-x) = - f(x) pour tout réel x. Donc f est impaire, on l'étudiera alors sur
 
IR+
 
2°) Continuité en 1 :
 

lim f(x)= lim(x' -1) ln(~) = lim(x' -l~ln(x + 1) -ln(x - 1)]= lim(x' -l)ln(x + 1) -lim(x
x-l x-l x - 1 x-l	 x-l x-l 
x>1 

Or f(l) = a doncf est continue en 1, elle est donc continue sur iR+. 
Dérivabilité en 1 : 

r f(x) - f(l) r	 ( 1) 1 lx + 11 f' d d _. bl;!:{ ~ == :!!i x+ n;:J == +00; n est one pas enva e en 1 mais son 
x>l x>l 

graphe Cf admet au point (1 ; 0) une tangente verticale.
 
3°) f'(x) = g(x). Donc f' a le même signe que g. f est donc décroissante sur [0; a ) et
 
croissan te sur [a ; +oo[
 

4°) lim f(x) = lim (x' - 1) Jnl~1 = lim 2(x + 1) lim ~ ln(l + _2_) = +00 
~- __ x-l _.œ ~.œ 2 x-l 

si on admet que Jl~lf(x) - (2x + 1)] = a alors, la droite d'équation y = 2 x + 1 est 

asymptote à Cf en + 00. 

On sait que g(a) = a <=> 2 a ln I~I- 2 = a donc lnl~1 = l.. d'où f(a) = (a' 
a-1 a-1 a, 

1)1.. = a -1 ce qui nous permet de connaître un encadrement de f(a) : 0,36 < a' < 
a a 

0,49 donc -0,49 < - a' < -0,36, soi t : 0,51 < 1 - a' < 0,64 ce qui nous donne 

0,51 < -f(a) < 0,64 plus précisément: -1, 07 < f(a) < -0,72 
0,7 0,6 

i 


