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EXERCICE 1 
Soit (E) l'équation différentielle du second ordre 

y"-3y'+2y=O 
1°) a) Quelles sont les solutions de (E) ? 

b) Quelle est la solution de (E) dont la 
courbe représentative (C) admet au point 
d'abscisse x = 0 la même tangente que la courbe 
(C') représentative de y = e3x ? On dit que (C) et 
(C') sont tangentes. 
2°) Représenter dans un même repère 
orthonormal les courbes (C) et (C') dont on 
précisera les positions relatives. 
3°) À étant un réel strictement positif soit h" les 
fonctions telles que: h,,(x) = - À2 eX + 2 À e2x 

• 

a) M0!ltrer queh" est solution de (E). 
b) Soit (CJ la courbe représentative de h". 

Après avoir calculé en fonction de À les 
coordonnées du point commun à (CJ et (C'), 
montrer que ces courbes sont tangentes en ce 
point. 

c) Préciser les positions relatives de (CJ et 
(C'). 

EXERCICE n 

1°) Soit h la fonction définie sur] 0 ; + 00 [par: 

h(x) = ln x - -.
x 
e 

a) Calculer h'(x) sur] 0; + 00 [. 

b) Etudier le sens de variation de h et 
dresser son tableau de variation. 

c) Démontrer que: Vx E [ 1 ; e ], ln x s; ~. 
e 

2°) Pour tout entier naturel n, on pose: 

ln = fle X(ln xt dx
 

a) Al'aide de deux intégrations par parties,
 
calculer 12, 

b) Démontrer que la suite (In) est 
décroissante. 

c) Démontrer que la suite (In) est 
convergente. 

d) En utilisant la question 1°c) démontrer 
que: 

2 
Vn E IN , 1 s; _e_ _ 1 

n n + 2 (n + 2)en 

e) En déduire la limite de la suite (In) 

L.E. 

PROBLEME 

Le plan est muni d'un repère orthonormé
 
( 0, 1, J ) ; unité: 1 cm.
 
Partie A;
 

On considère dans C l'équation: 
Z3 - ( 6 + i .J3 )Z2 + ( 11 + 4 i .J3 )Z - 6 - 3 i .J3 = O. 
1°) Résoudre cette équation en sachant qu'elle a 
deux solutions réelles. 
2°) On appelle A, B, C, E et G les points d'affixes: 

3 , 2 + i .J3 , - 1 , 7 et Il + 4 i .J3. 
a) Démontrer que le triangle IAB est 

équilatéral. 
b) Démontrer que les points B, C et G sont 

alignés. 
c) Placer les points A, B, C, E et G. 

3°) Calculer l'affixe du point F de l'axe des 
abscisses tel que le triangle EFG est équilatéral. 

Partie B:
 
On appelle 0' le centre de gravité du triangle
 
IAB.
 
1°) On veut déterminer une homothétie h qui
 
transforme le triangle IAB en EF G.
 

a) Démontrer que l'imagê par h de [lA] est 
[EF]. 

b) Justifier sue la seule homothétie qui 
transforme IAB en EFG est telle que: h(l) = E, 
h(A) = F et h(B) = G. 

c) Caractériser h. 
2n

2°) Soit r la rotation de centre 0' et d'angle 3 

et f la similitude directe telle que: f = h 0 r. 
a) Donner le rapport et l'angle de f. 
b) Démontrer que f transforme le triangle 

IABenEFG. 
3°) Soit g une similitude directe qui transforme 
IABenEFG. 

<t) Démontrer que h-1 0 g est une rotation qui 
laisse le triangle IAB globalement invariant 
( c'est-à-dire que le triangle IAB a pour image 
lui-même). 

b) Caractériser les trois rotations qui 
laissent globalement invariant le triangle IAB. 

b) En déduire que les similitudes directes qui 
transforment IAB en EFG sont h, f et une 
troisième f que l'on décomposera à l'aide de h et 
der. 

c) Donner le rapport et l'angle de f. 
4°) Soit Q le centre de la similitude f. On appelle 
K le milieu du segment [lA]. 

a) Déterminer l'image K' de K par f. 
b) Démontrer que Q, A, G et F sont 

cocycliques. 
c) Démontrer que Q, F, K et K' sont 

cocycliques. 
d) Construire Q. 

5°) Déterminer l'application complexe associée à 
f. 

6°) Calculer l'affixe du centre Q' de f. 
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/.
 (démontrée plus haut ) on en déduit que h est

1,= [lx' (ln x)' - lx' Inx + !x'Jl = !e'- !. 

2 2 4 4 4
Correction Interrogation l'homothétie de centre C et de rapport 4. 

nO Il T.c 2°) Soit r la rotation de centre 0' et d'angle ~ et f la 
b) 1"" - l, = he X(In x)"" dx - f; x (In x)' dx 

similitude directe telle que: f ~ ho r. 
= he X (ln x)" (ln x • 1 ) dx a) f étant la composée d'une homothétie de rapport 

EXERCICE 1 
1°) a) L'équation différentielle y" - 3 y' + 2 y = aest 
associée à l'équation du second degré 
x' , 3 x + 2 = aqui admet pour racines évidentes 1 et 2. 

/f. Les solutions de (E) sont donc de la forme 

1(
 

t y =A e' + Be"'. Où A et B sont des réels.
 
1°) b) Si (C), admet au point d'abscisse x = a la même
 
tangente que la courbe (C) représentative de y = e" ,
 
cela signifie que (C), et (C) ont le pointJ (0,1) en
 
commun et qu'en ce point la tangente doit avoir pour
 
coefficient directeur 3.
 
La solution de (E) doit donc vérifier:
 
y(O) = 1 et y'(O) = 3
 
Soit donc à résoudre le système:
 

/~_ {A + B= 1 
'" A + 2 B = 3 c'est à dire A = - 1 et B = 2. 

)lll, La solution recherchée est donc y = - e' + 2 e"'. 
,. 2°) Position relative des deux courbes :" 

Etudions le signe de la différence 
/(/'-1 <p(x) = e", 2 e'" + e' = e' (e"'- 2 e'+ 1) 

soit <p(x) = e' (e' -1)' qui est positif ou nul. Donc la 
( courbe (C) est toujours au·dessus de la courbe (C). 

C 1;1 l, 
(' / I~ J -",-:-~--,-...,.--,----:-~--,-...,.-,....--:-,...-t~,...,...,;r,...-t 

Il
.;":"+""'+';"';"':'+""">""''';'''.'+''''/-'1-'''''+..'..+ 

. 
. ;C)..•.Y' .

, . . " . . 
30) h:( ) ~ ),.z',' 2À 1, •• : 

,x - - e +. e. 
'" a) h, est solution de (E ) car h, est de la forme A e' + ~/,'-- 20) ~',,, ,, __ • "'. 

Be. 
b) Coordonnées du point commun à (C,) et (C) 

vérifient1e système: 
y = _1,.2 eX + 2I>.e'" 

=>e"-2Àe"'+À'e'=0
{ ky=e

<=> e"'-2Àe' +1,.'= a <=> (e'-À)'=O 
soitx=lnÀety=À'. 

c) La différence Orx) = e" - 2 Àe'" + À' li' peut 
s'écrire encore O(x) = eX (e' - À)', elle est donc toujours 
positive et (C) est au dessus de (C,). 

EXERCICE n 

10) h(x)=lnx- ~donch'(x)= L!= e-x. 
e x e ex 

Le signe de h'(x) dépend uniquement du signe de e ­
X, on a donc le tableau de variation: 

x 0 . -ko 

h'(x) +­ 0 - ­

h(x) / 
0 

~ 
Des varatIons de h, on en dédUit que pour tout x 

. . . X. . 
stnctement positif, h(x) " a<=> ln x " ;. En particulier 

x 
VXE[l;eLlnx,,;. 
20) Pour tout entier naturel n on pose: 

_ e , '
 
l, - fi x (In x) dx
 
a) 1 = he X(In x)' dx.
 

On pos: u'(~) = x etv(x) = (ln x)' 
1 2 

alors u(x) = -x'etv'(x)= -Inx.
 
1 2 x
 

1, = [-x' (In x)' JI' ft x ln x dx.
 
2 ,1 

On pose alors u (x)=xetv(x)=lnx
1 1

alorsu(x)== -x'etv'(x) = -. 
2 x 

~ Or sur l'intervalle [1, e L ln x - 1", a d'où 
'- x (In x)' ( ln x . 1 ) '" ace qui, d'après le théorème de la 

positivité de l'intégrale permet de conclure que 1"" - l, ,; 
adonc, que la suite (l,) est décroissante. 

c) De plus la fonction x ( ln x l' " a donc toujours à 
,At. l'aide du même théorème, on en déduit que (1,.) est 

minorée par O. 
y En conclusion, la suite (l,) est minorée et décroissante, 
'-1 elle est donc convergente. 

d) On a démontré que 

VxE [1; el. Odnx '" ~ donc (Inxl''''.l x'. 
e e" 

D'où x (In x)",; .l x"" ce qui nous permet d'obtenir à 
e" 

partir du théorème de comparaison des intégrales 

)~ 1 '" r .l x"" dx = .l [_1_ x""] 17....1 n JI 
e 

en en n + 2 
2 e 1

<=> 0",1 ,,----- ­
, n + 2 (n + 2)e" 

2 

e) Or, lim _e__--1-- = a donc, d'après le
k n+2 (n+2)e" 
'- théorème des gendarmes, on en déduit que lim l, = O. 

PROBLEME 

Partie A:. 
z' - (6 + i .,[3 ) i' + (11 + 4 i .,[3 ) z - 6 - 3 i .,[3 = O. 
1°) Si l'équation admet des solutions réelles, cela 
signifie qu'il existe x réel, tel que 
x'- (6+i .,(3)x'+(11+4i .,(3)x- 6-3i.,[3 =0 
<=> (x'-6x'+l1x-6)- i.,[3(x'-4x+3)=0 

4-- {x3 _ 6x' + llx - 6 =a 
'-r <=> 2 

x - 4x + 3 = a 
.-} La deuxième équation admet pour racines 1 et 3 qui 

1-/ vérifient aussi la première équation. Les racines réelles 
/ de l'équation complexe sont donc 1 et 3. 

1 .,[3
/I/. a) Soit Z= ZB - Zl = - + - i 

ZA - Zl 2 2 
1 1 lB ..... ..... 
Z =-=letarg(Z)=(IA,lB

lA 
) = ~ d'où Ife triangle lAB est 

.3 
éqUilatéral. 

...1 
b) Soit Z' 4 

~donc 

arg(Z') = (CB, CG)= a [21< L les points C, B et G sont 
..... 

donc alignés et CG = 4 C B. ,-/
 
3°) Si F est un point de l'axe des abscisses, soit x son
 
abscisse qui est réelle. Le triangle EFG étant
 
équilatéral, on doit avoir:
 

soit zG - zE = l + .J3 i ou zG - zE = l_ .,[3 i 
... zF-zE 2 2 zF-zE 2' 2 
;, seule la première équation donne pour x une valeur 

réelle égale à 15. L'affixe de F est donc 15. 

Partie B: 
1°) On veut déterminer une homothétie h qui 
transforme le triangle lAB en EFG. 

a) Si h transforme le triangle lAB en EFG elle 
~ transformera le cMé [lA) en un côté
't.. de EFG qui soit parallèle à (lA) donc 

l'image de [lA]est [EF]. 
b) De même l'image du 

segment [lB) est le segment [EG]. Le 
point 1 étant à l'intersection des 
segments [lA] et [lB] son image serat à l'intersection de [EF] et [EG] donc 

2" ,
4 et d'une rotation d'angle 3' f est une similitude ~ 

. 2"
directe de rapport 4 et d'angle 3' 

b) Le tfiangle lAB étant équilatéral, r(1) = A, rrA) = AI" 
B et r(B) =1 d'où f(l) = h[r(I)] = h(A) = F li--­
f(A) = h[r(A)] = h(B) = G et f(B) = h[r(B)] ~ h(I) ~ E 
{transforme donc le triangle lAB en EFG. 
Je.)5i g èst une similitud€'directe qui transforme TAB en 
EFG on sait que son rapport est égal à 4 car: (un côté 
de EFG )= 4 x ( un côté de lAB). 

a) h-' 0 g est le produit de deux similitudes de 
rapports inverses donc c'est une similitude directe de /!ft; 
rapport 1 c'est à dire une rotation. 
De plus g( lAB) = EFG et h-'(EFG) = lAB donc h"og 
est une rotation qui laisse invariant globalement le 1/if 
triangle lAB. 

b) On a trois possibilités, soit 1, A, B dans cet ordre 
se tran/orme en!, A, B (rotation d'angle 0), ou 1, A, B se )/ 
transforme en A, B, 1c'est la rotation r et enfin J, A, B se 7"1 
transforme en B, A,1 c'est la rotation r". 

b) Les similitudes directes qui transforment lAB en 
EFG sont donc données par : -1/
ho Id = h, ho r = f et ho r" = f'. l­

c)1' étant la composée d'une homothétie de rapport 

4 et d'une rotation d'angle - ~ , l'est une similitude Il 

directe de rapport 4 et d'angle _ ~. 
4°) a) On a f(l) = F et f(A) = G donc, comme f est une 
similitude, c'est une application affine et conserve les 
milieux l'image du milieu K de [lA) est donc le point K' 
milieu de [FG]. 

--;0 --;0 

b) f(A) ~ G donc (aA, aG ) ~ 3
2Jt 

[21<]. 

h(B) = G et h(A)=F donc FG= 4 AE d'où 
--;0 --;0 --;0 --;0 --;0 --;0 2Jt 

(FA, FG)= (FA, AE)=,,+ (AF, AE)= 3 [,,]. 

D'où l'égalité (FA, FG)= (aA, aG) ["J. Les points a, 
A, F et G sont donc cocycliques. 

--;0 ~ 

c)t(K) = K' donc (aK, aK' ) = 3
2Jt 

[21<]. 

De plus F, A, K alignés d'une part et F, K' et G alignés 
d'autre part, alors 

(Fi, F~')~ (~, F:::)~ 2" [,,]. 
3 

--;0 --;0 -. ~ 2 
D'où (aK, aK')= (FK, FK')= ; [,,]. Les points Q, F, 

K et K' sont donc cocycliques. 
d) Le point a est donc commun aux cercles 

circonscrits aux triangle FKK' et AGF. L'un de ces 
points communs «étant F qui ne peut pas être le centre 
def (car f(F) .. F )le pointa est l'autre point commun. 
5°)f = h 0 r". 
r" transforme 1 en B puis h transforme B en G donc l' (1) 
=G 
r" transforme Aen1 puish transforme 1 en E donc l'(A) 
=E 
l'est une similitude, donc associée à une relation de la 
forme z' = a Z + b. 
l'(I) =G <=> 11 + 4 i .,[3 =a + b 
f'(A) = E <=> 7 = 3 a + b 

Des deux équations nous tirons 
a = - 2 - 2 i .,[3 et b = 13 + 6 i .,[3 
La relation complexe associée à 
l'est donc 

z' = (- 2 - 2 i .,(3) Z + 13 + 6 
i.,[3 
6°) a' le centre de l'est le point 
invariant de l' donc son affixe 

l,a pour image E. De même on ---"""'--''''-'''---Tf""''l'----"'--------T- vérifie l'équation 
demontrequeBapourlmageG etA z= (- 2- 2i.,(3) z + 13 + 6 
apourimageF. i.J3 

c) Si h(B) = G et h(l) = E le 13 + 6i..f3 75 _ 8i.J3
 
)r,. centre de l'homothétie est le point z = 3 + 2i' "'3 = --2-1­

... de concours des droi tes (BG) et (lE), ..., '"
 
c'est-à-dire le point C. De plus


' 
, .....-"'2" d'après la relation CG = 4 CB 

Y4. 

'r1/9
t-­


