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DEVOIR DE MATHEMATIQUES n° 9 
Durée : 4 heures 

EXERCICE 1 

TC 

Dans le plan orienté on considère un triangle isocèle ABC tel que AB == AC et 

---7 --7 . 7t 
(AB, AC) == 4'
 
Soit 1 le point tel que le triangle CAl soit isocèle rectangle avec /'
 
(cA, Ci) == - ~. Pour la figure, que l'on complétera en traitant les questions, 

( 

on prendra AB =~ 5 cm. 

1. On appelle rA la rotation de centre A qui transforme B en C et rc la rotation 

de centre C et d'angle - ~ . 

On pose f == rC 0 rA . 

a. Déterminer les images par f de A et de B. ,
b. Démontrer que f est une rotation dont on précisera l'angle. 
On désigne par 0 son centre. 

c. Démontrer que ABOC est un losange. 

2. Soit 5 la similitude directe de centre 0 qui transforme A en B. On appelle C' 
l'image de C pa; 5, H le milieu du segment [BC] et H' son image par 5. 

a. Donner urie mesure de l'angle de 5. Û 
Montrer que C' appartient à la droite (OA). ::fÇ 
b. Donner l'image par 5 du segment [OA] et montrer que H' est le milieu de J, ; ?,' 
[OB]. 

c. Montrer que (CH') est perpendiculaire à (OB). En déduire que C est le 
centre du cercle circonscrit au triangle OBC. 

EXERCICE 2 

Dans le plan orienté, une unité ét~nl.Shoisie, on considère un rectangle ABCD
 
, tel que AB == J2, AD == 1 ; (AB, AD) est un angle droit direct; 1désigne le
 
.milieu de [AB].
 

A. Soit 'g l'ensemble des points M du plan tels que M 0 
2

- MB
2 

= 1 . 

1. Vérifier que les points C et 1appartiennent à '[,. 
2.	 a. Déterminer et construire l'ensemble '&. •
 

CI l '1 ,r ,
b. En déduire que les droites (BD) et (CI) sont perpendiculaires. 
-7 -). ' 

B. Le plan est rapporté au repère ürthonormé direct (A; u, v) avec 

-7 1 ---7 -7 --7 

U == J2AB et v == AD. 

Soit S une similitude directe qui, au point M d'affixe z, associe le point M'
 
d'affixe z' telle que z' = az + b, a et b étant des nombres complexes avec
 

a~O. Ii 

1. Déterminer les nombres a et b pour que S(D) = C et S(C) = B. 

2. Soit T la similitude directe Ci' au point M d'affixe z, associe le point M' i
 

d'affixe z' 1211e que
 

,f-

Déterminer le rapport et l'angle de T. 
3. Montrer que la similitude T transforme B en 1. .., ," 
4. En déduire une autre justification de l'orthogonalité des 

droites (BD) et (CI). ""' " 

5. Montrer que le centre n de la similitude T est le point d'intersection des droi
tes (BD) et(CI). 



PROBLEME 

Partie A 
Pour n entier naturel non nul, soit fn la fonction définie sur 1 = [0+ oc[ par 

n 
X - x

fn(x) = ,e . n. 
Soit a un élément non nul fixé dans 1. Pour tout entier naturel n, on pose 

1. Calculer lo(a). 

2.	 Montrer que, pour tout x de 1et pour tout n de N*, t '(x) = 

d 'd . 1 r'1et tn(O) = 0 et en e ulre que, pour tout n;3 , 

3. En déduire que pour tout n> 0, 1nia) = 1 - ( i ~~)e- a . 
k=O 

4. Dans cette question, on pose a = 1 .
 

On appelle (Un) la suite numérique définie pour tout nE f'"j par:
 

un = 1 - ( i ~)e- 1 = ftn(x)dx . 
k =0 0 

On note '{bn la courbe représentative de tn dans le repère orthonormal rJJl. 

(unité graphique~ cm). 
,"

a. Montrer que, pour tout entier naturel n, U ;3 0 et donner une interprétation n 

géométrique de Un' 

b. Montrer que pour tout entier naturel n, et pour tout XE [0,1] , 

n
tn(x) "" ;x .. n. 

1 
c. En déduire l'encadrement. pour tout entier naturel n: 0"" un "" (n + 1)! ' 

puis la limite de Un' "l 

d. Déduire enfin que: e = lim (i~). 
n-->+ ~ k! 

k =0 

Partie B 

On considère la fonction f définie sur l'intervalle [0; + oc[ par: 

f (x) = ln (ex + e- x) ; on désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan. 

1. a. Déterminer la limite de fen + 00 • 

b. Montrer que, pour tout xappartenant à l'intervalle [0 ; + oc[, on a: 
- 2x

f(x) = x + In(1 + e ) 
c. En déduire que la courbe (C) admet comme asymptote la droite (ô) d'équa

'. tion y = x. 
d. Étudier la position relative de (C) et (il).' . . 
2. Étudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variatIon. 
3. Tracer la droite (il) et la courbe (C). 



Pour tout x appartenant à l'intervalle [0 ; + 00[, on pose 

-21
F(x) = I0 

x 
In(1 + e )dt. 

On ne cherchera pas à calculer F(x) . 

1. Soit x un réel strictement positif. En utilisant la question 1. de la partie Bdon

ner une interprétation géométrique de F(x) . 

2. Étudier le sens de variation de F sur l'intervalle [0 ; + 00 [. 

3. Soit aun réel strictement positif.
 

à. Montrer que, pour tout t appartE.nant à l'intervalle [1; 1 + al, on a
 

_1_';:;!:::;1. 
1 + a t 
b. En appliquant le théorème des inégalités des accroissements finis à la fonc

tion ln, établir que -1a .;:; In(1 + a).;:; a. tJ,·,
+a 

4.	 Soit x un réel strictement positif. 
- 21 

Déduire de la question 3.:( ~dt.;:; F(x).;:; r e- 21 dt 
01+e 0 

. 1 1 2 1 1 1 - 2x F 1 1 - 2xpUls 2 n -2 n( +e ).;:; (X)';:;2-2e' . 

5. On admet que la limite de F(x), lorsque xtend vers + oo·existe et est un nom


bre réel noté 1.
 

.' 1 1

Etablirque 21n2 .;:; 1.;:; 2. 

11 + 1 -21
6. Pour tout entier naturel n, on pose: UIl = ln (1 + e )dt.5Il 

. 1 1 - 211a. Montrer que, pour tout entier nature n, on a :0 .;:; un';:; n (1 + e ). 

(On pourra utiliser le sens de variations de la fonction h, définie sur [0 ; + co[ par 

h(t) = In(1 + e- 21». 

cl
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