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Epreuve de Mathématiques <

EXERCICE I (4 points)
On considere la suite u définie par : pour tout n €
IN*,
u, = ;11- [zlln(n + k)] - In(n)

1°) Démontrer queu, = % Lz In(1+ %)]
1

2°) Pour k entier, compris entre 0 et n-1, démontrer
que:
k+1

n

)

1 k, .kt 1
;ln(1+n)sji§n lnxdxsnln(1+

3°) En déduire que:

uﬂm;ll-anSLZ Inx dx < u,.

4°) Déduire de ce qui précéde un encadrement de u,
et la limite de u, quand n tend vers + .

EXERCICE I (5 points)

Soit un losange ABCD de centre O, et tel que
OB = 20A.
1°) Montrer quele barycentre I des points B, C et
D affectés respectivement des coefficients 2, _ 1
et 1 est le milieu dusegment [AB].
2°) Soit k un nombre réel.

a) Déterminer et représenter 1'ensemble
E, des barycentres G des points A, B, C et D
affectés respectivement des coefficients k2 k.
let1_ 2k.

b) Préciser la valeur de k pour laquelle
G est un point de la droite (AC).
3°) Déterminer et représenter:

a) L'ensemble E, des points M du plan
tels que:

(MA+MC-2MD).2MB-MC+ JD)=O
b) L'ensemble E, des points M du plan
tels que:

MA?2+ M C2- 2 MD? == 6 OA?

PROBLEME (11 points)

" Partie A.
Soit ¢ la fonction numérique définie pas :

X .

D(x) = Ty six>0et @(0) =0. .

1°) Démontrer que & est une fonction continue sur son
ensemble de définition. <" ¢ i s

2% a)Etudier la dérivabilité de®en0. 7 i p

b) Dresser le tableau de variation dela fonction ®. - {

3°) a) Etudier le comportement asymptotique de @ pour les
grandes valeurs de x. '

b) Préciser la tangente (T) a la
représentative de @, au point d'abscisse e.

c) Tracer (C) et (T) dans unrepére orthonormé dunité 1
cm.
4°) Démontrer que l'équation ®(x) = e admet exactement
deux solutions dans I'intervalle ]1; + o [ et que I'une de ces
solutions est comprise entre e’ete’

courbe (C),

Partie B.

Dans cette partie on considere la fonction f définie sur
dt <

]1; + o[ par f(x) = eIt Le but est de représenter

graphiquement cette fonction sans connaitre 1’expression

explicite de f(x). L

1°) a) Justifier I'existence def. i

b) Démontrer que f est croissante sur ]1;+ o [.
2°) a) Etablir que pour tout nombre réel t appartenant a
]1;+~[ona:Int<t-1. RS

b) En déduire une minoration de f(x) lorsque x > e.
Préciser alors la limite de f(x) lorsque x tend vers + co.

c)De fagon analogue, calculer la limite de f(x) lorsque x
tend vers 1 par valéurs supérieures. k™

o 1T 4t

3°) a)Soient a et bdeuxréels tels que : e<a < b
. . b+a b dt b-a :
Etablir que: b sfa ms na

b)Soit x uriréel strictement‘supérieur a e.
démontrer que 0 < f(x) < x »
c) Démontrer que: pour tout utel que e<u< x alors:
E2M ctyaus 228 '
Inx = )
d) Résoudre I'inéquation ®(x) < x.
Justifier quel’on peut choisir u= ®(x) lorsque x > ¢*.
Etabffr alors que: Tt

d(x) Inx ... 1 O(x) , Inx
Vx>el,1- =X BX ey L - 200X _
x>e', 1 xv:‘x. f(x)slnx+[1 " ]1n¢>(x) 3
e) Démontrer que : xl_ig; lnh;:x) = 1et en‘déduire que
lim h%.f(x)::l. '

N f) Vérifier quel'on a l'égalité :
Vx>e!, f(x) = lni- [1+e(x)]avec lim e(x)=0.

). En déduire le comportement asymptotique de la
fonction florsque x tend vers + co. ,
4°) a) On cherche a obtenir une valeur approchée de £(2) :
Soit h la fonction telle que h(t) = a t + b et h(e) = 1 et

1

h(2) = o

oLy

. Calculer les réels a et bet donner deux valeurs approchées,

de ces réels a 107 pres. On utilisera ces valeurs approchées
pour la question 4b).

b) On prend alors {(2) = ff h(t) dt. Calculer cette valeur. -,
5°) a) Donner le tableau de variation def.<", ¢ |

b) Construire la courbe représentative de cette fonction
f. <Y
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PROBLEME ( 11'boints )

{ y . o0
EXERCICE # L L ) @{U} b¢ - [0"4 [ UJ"/'*" [
1°) Pour tout kon a In{n+k) = lr\[n(‘=+§)l= Inn+in(1+ a )ydot u, = _I_’_gh_e_/_&._ v !
n n n k e e e "L =
%[;m(mk)] =1 nlna+ ni{Eln(l-i»—)] 1nn=%[?_‘,11n(1+ ;)] P(x) (lnx)g six > Oet ®(0)=0.
wl kel - i
) Pous tou etk compioenee 0t e (105 20500 14 - 1y @ = limy e = lim x (1:\1 7 = 0= 2(0, don @ est
: : k k+1 x>0 (lnx x= i
fonction Inétant croissante ona:In(1+ T)slnx dx < In(1+ =), continue en 0: Or comme @ est le quotient de deux fonctions | ™
sozt en apphqua.nt le théoxiél;ne de comparaxson des m;égrlales continues ( ne s’annulant pas ) sur ]0 + 00 [ . {4 7 ! ¢ (I}
fkn In(1+ ~)dxsf kn Inx dxsf i In(1+ X2 yax, estconhnu(;s(m;[oq)zro;o[» 4 ’jl
X . .
x+1 = — =0, la fonction ® est donc } .- 4,
ce quinous donne : —In(1+-—)>j‘ kn lnxdxs In(1+ — hd ) ) )gﬂ x =0 ],;]f.r(l,(h.lx)l 0. la fon i }}’m;
So) La pxopné!é ét:mt vraie pour toutn k en parhcuher onaura : dérivable en O et son r}ombre dérivé est 0. }
1n(1+-—)sf ) Inx dx s~ 1n(1+—) b) ¥'(x) = gn_...x()ﬂl_—.;?:n_)ﬁ Le signe de F/(x) dépend donc
1 1 1 2 ) X
o 1% Z)SI l“"d“?;l“(“ b essentiellement de celui de (In x)*- 2Inx =Inx(Inx - 2).
lim X c
hm ®(x) = = lim =+ oo car |
5 2 7 2
—ln(1+——)sfzn1 1nxdxs-h(1+-) # W(h\x) X *"’QIEL
: X
Ce quinous donne en sommant ces inégalités : u, - = 2 In2 sfi Inx dx < v lim ...(lnX)z_ = lim & (lnx> : =0 /%
4°)f lnxdxsu S,ﬁ 1nxdx+—1n2 x—40 X §:}:4 X

1 d'oty, d’apres le theorém° des . % ' .
O e v Sha st v it 2 (lnx) =0"donc lim 7 =+ oo, La droite d"équation x = 1
genaarmes, u, tend vers J’l In x dx. Par une intégration par parties, on x—’l x=1 (In x

2 2 est donc asymptote -

i i = Inxdx=[xInx-x}3=2In2-1 ) -

obtient limu,=f; In 1 verticale a (C). x o i i Y 2l

On a donc le tableau de
) variation : ¥'(x) + — 0 +
— oo oo +o0
7 e (I)
(G ) 3) a) m 2K
! 4 x40 X &)
EXERCICE I S’ : 1 .
lim —— = La
“ 3’ Si I barycentre de (B, 2), (C, -1) et (D, 1)alors : < (Inx)” ! &
B e e g )
= Vi )B-ICHID=0 <=> 4 o1
s
1 \ B3 21B+CD-¢ 0 <=>

\ 2 IB = D C= AE donc] est le milieu dusegment [AB].
C B3

o
Si G est le barycentre de (Ak), (B,2), (Ck-1) et (D,1-2k)
alors:
=5 - - -
D kGA+2GB+(k-1)GCr(1-2k)GD= 0 A
égalité qui devient en introduisant I /]1
e e

'7GI+k(IA+IB ZID)- 0 wus
-
20 KDA+DO=0  <=> IGJ‘-DB kOB

Lepoint G décrit doncla droite passant par Let parallele 4 (DB).
Le point de (AC) qui appartient & El est donc le milieu de [AO]. Dans ce cas on devra

avoir : o :
— - 7
IG-]EBO donck=- % } é‘ S

Si M vénfxe l'égahté

(MA+ MC’-— 2M D). (2MB MC+ M D)y=0 cela est éqmvalent a4 dire ( en
introduisant Adans le premier facteur et I dans le second ): ;M I.DB= 0 donc le point
M décrit la droite passant par I et orthogonale & (DB). /7

Si M vérifie I'égalité :

MA?+MC*- 2MD? =- 6 OA?

cela est équivalent ( en introduisant A dans la relation vectorielle qui en découle) :
- - —

AC?-2 AD? + 2MA(AC - 2 AD)=-60A*?

Or AC=20A, AD*=0A%OB* et OB = 20A /gi . TR g

on obtient alors en remplagant dans la derniere égalité : 2MA.DB=0. Le PgmttM ’
décrit donc la droite passant par A et perpendlculalre a (DB), c’est a dire 1a droite A
(AC). :




v

6 BL*courbe (C), admet donc'une branche parabolique au voisinage ; b-a & dt b-a (< i
Qe+mded1remon0x soit que: Wt bt  n &) =
3 /D) @'(e) = -1. La tangente a (C), au point d’abscisse e est 1 1
< ﬂL donc parallele a la deuxiéme bissectrice. elle a pour équation blestsx <= lghntsnx<=> 0=~ onx ~Int =1 i
y=_)\.¢.2e « dt 7 (;y, i
: <=> Osfe msje di=x-esx (B)
Tl ¢) En appliquant I'inégalité (A)aux réels u et x tels que:
5 . esu<x alors: x-us B R
EOEE R g ERT PR é »»»»»» PP RPN PR 11.1X m t Lrl u
> : i fe fX oL X-u P
0 e lnx ln T 1“ t- Inu i f
0 5
== - > 5 k
"'\15\' \\ ........... : : == Inx <100 - fw) = 1nu
s N : . X-u X -u
@‘ ﬁ"‘ AU I X O W  sreibneneinsnsibimansin SRR DU VU JUUUR SRR SUUUE SO SN Inx Inu
'\;&, ‘ oo En apphquant l’mégahté (B)on obhen,f
1 N T e T e X=U gy g X2U @)
A\, H H Inx Inu S
: \\—g : g ; Loinfe d) &(x) < x <=> 0< 2 ‘[élnx)z—l] i
~ ' (Inx? B
, 4°) Sur lintervalle ] 1; € [, @ est continue et strictement <=> (Inx<-loulnx>1)==>0<x<eloux>e
| décrmssante, elle définit donc une bljectxon deVintervalle ] 1; €?] Sur l'intervalle [ a ; + 0o/, la fonction ‘I’ est croissante et donc

plus particulidrement sur l'intervalle [ e*; +co [. De plus sur cet
sur[ —=; +oo[.Ore< 4donc :1_ <Tlet 'Z < e c'est-d-dire quee intervalle @(x) > ®(e) = e et d’apres les résultats de I'inéquation
précédente, (I)(x) < x. On a donc pour tout x > e, e'< ®(x) < x. r, ? -

\

o2
appartient a l'intervalle | -:1— ; + oo [ dong, e admet un unique Voila pourquox, on peut poser dans l'inégalité (C), u= ®x)
lorsque x > e*. Ce quidonne alors :

antécédent dans lintervalle ] 1; €* [ On peut remarquer que X - B(x)

X — ®(x)

®(e) =edonc l’antécédent deeeste. < f(x) = ®(x) + '
; fﬁ”- Sur lintervalle 1 e% + oof, ® est continue et strictement Inx Inu In ' /
b croxssante, elle définit donc une bijection gle Vintervalle ] €7 + oo | puis, en multipliant par le nombre posiﬁf .;1 .

sur]— +oo[Ore<4donc4—\1et —4-<ecesta—du'e quee Vx> e 1~ <I)(x) lnx X o< [l_dl(x)] In x

o? x ‘In tb(x) e,

‘ appartient a l'intervalle [ -4—,' + oo [ donc, e admet un unique o) Tim ]nx = lim 111)( = _
{ o3 o [N PB(X)  xmaw InX - ].n(lnx)?/ xW x‘-@nx o,
% © antécédent o dans Vintervalle ] €% + o [. De plus ®(e) = 9 et r U
_ 4 3 4 h_’m 5 B 1 Avecle théoreme des gendarmes on en déduit
: d(e') = %—. On démonire facilement que 59— <e< 513—6— donc ®(e?) X 2"’X o ’

< ®{a) < P(e')soit, plus exactement quee® < o < e, - que ]Hﬂn ]—Iif.f(x) - 1.. ﬁ;" 1 g’

Partie B. f) Soit alors Vx> e?, e(x) = }-li—)i fx) -1 d’apfés la question
- 1°) a)Soit x delintervalle ]1; + oo [, sur l'intervalle [e ; x ], la précédente on a alors” BRTE @}_ 'Z_,rﬁ"f
fonctlon définie par g(t) = —1— est continue, elle admet donc une hm e(x) = 0et f(x) = e [1 +e(x) ]
] .‘.9 ﬁ
' primitive, Or, festla pnmltlve de g qui s’annule en e, donc f est f(x) ; 1
f‘ parfaitement définie sur lintervalle ]1; + oo, Bl Jim == X = im — Tnx [ 1+ e() ] = 0 donc la courbe ou”
/ % U
L 1f YPar définition def, £(x) = g(x) = 1= Sur |1+ = [ Inx>0 ﬁ?gfﬁf,ﬁ %‘:{ve de f admet en + o une branche parabohqué de:
l \//,;U dOﬂL f(x)> Oetf strictement croxssante slu: cetintervalle. £) aya= In i—hllz 061 et 1’)___ - ;11111 22 e 0. j‘h
q 2% a) Soit q(t) =Int-t+ 1. @/(t) = ~ — 1 qui est toujours (o2 . =2

2 t ae
# négatif sur Vintervalle ] 1; + oo [, Donc @ est décroissante, de b)f2) =~ f, -Nt)wdt: la 5 +Dbt]Z =2a+b) - e(—f +b)
o § plus g(1) = 0 Donc pour tout tde]l; +co[, @) <0, soit plus =~ . _ 08 &% 1

précisément: O<Int<t- 1.D%n —1- < = 5) a) ‘ :
b) Alors, lorsque x> e, on peut apphquer le théoreéme de la s ¢ re
_.; positivité de l’intégrale et on obtient s - — 1 —
(0= o> ff cinx- 1) In(e-1). @5 L) | = o
«‘ Or hm ln(x-l) - ln(e 1) = + o, D'olt d’apres le théoréme de o ) /
i comparalson des limites, on en déduit que ] hm f(x)=+c0. &7 U
! ¢} Sil< x < ¢, sur lintervalle [ x ; e ] d’aprés l'inégalité —oo T,
: établie a la B2a) on en déduit que ~ ;, ;
(x)=f dt f‘—— ~ln(cl)-ln(e-1). &L Lt
Or ]J.mln(x-l) - In(e-1) = —= e. D’olt d’aprés le théordme de i N p
- comparmson des limites, on en déduit que 1 h.m f(x) == co. /v? Zj J /% : ! @ y j
3°) a)esa<t<b<e=>0<lna<Int< Inb Qr // s ST -t
[ <=> 0< ﬁ < El..t. < ﬁ d’ott en appliquant le théoréme de detidigon V it bodibias L
comparaxson des intégrales (sachant quea<b) ) 9P 000 20 1 / Addrdadidic e
o<’ EE dt< [ litt <f lna T T




