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EXERCICE 1( 4 points ) 

On considère la suite u définie par : pour tout n E 
IN", 

Un = ~ [~Iln(n + k)] -ln(n) 

1°) Démontrer que Un = .!.[t In(l + ~)] 
n t.'1 n 

2°) Pour k entier, compris entre 0 et n-l, démontrer 
que: 

1 k· ~ 1 k+l 
- ln( 1 + - ) s; [ k n ln x dx s; - ln( 1 + -- )
n n 1+- fi n 

n 

3°) En déduire que: 
1 z

u,," -ln2s;ft lnx dxs; u". 
n	 . . 

4°) Déduire de ce qui précède un encadrement de u" 
et la limite de u" quand n tend vers + 00. 

EXERCICE 11(5 points)' 

Soit un losange ABCD de centre 0, et tel que 
OB=20A 
1°) Montrer que le barycentre 1des points B, C et 
D affectés respectivement des coefficients 2, _ 1 
et 1 est le milieu du segment [AB]. 
2°) Soit k un nombre réel. 

a) Déten;niner et représenter l'ensemble 
El des barycentres G des points A, B, C et D 
affectés respectivement des coefficients k,2, k_ 
1 et L 2k. 

b) .Préciser la valeur de k pour laquelle 
G est un pomt de la droite (AC). 
3°) Déterminer et représenter: 

a) L'ensemble E des points M du planz
tels que:

-~ (MA+ MC-2MD).(2MB-MC+ MD) =0 
b) L'ensemble E

3 
des points M du plan 

tels que: 

PROBLEME ( 11 points) 

Partie A.
 
Soit <1> la fonction numérique définie paJ :
 

<I>(x) = ~ si x > 0 et <1>(0) = O. 
(ln x) .
 

1°) Démontrer que <1> est un> fonction continue sur son
 
ensemble de définition. 0 1 f /
 
2°) a) Etudierla dérivabilité de <1> en O. 0 1 1
 

b) Dresser le tableau de variation de la fonction <1>. l' 1 

3°) a) Etudier le comportemept asymptotique de <1> pour les 
grandes valeurs de x. . , 1 

b) Précifer la tangente (T) à la cogrbe (C), 
représentative de <1>, au point d'abscisse e. . ) 

c) Tracer (C) et (T) dans un repère orthonormé d'unité 1 
cm. 
4°) Démontrer que l'équation <I>(x) = e admet exactement ... 1' 
deux solutions dans l'intervalle ]1 ; + 00 [ et que l'une de ces 
solutions est comprise entre e3 et e4

• 

Partie B.
 
Dans cette partie on considère la fonction f définie sur
 

] 1 ; + 00 [ par f(x) = r: ~~. Le but est de représenter 

graphiquement cette fonction sans cOlUlaître l'expression 
explicite de f(x). ,
1°) . a) Justifier l'existence de f. ~> 1 1 l 

b) Démontrer que f est croissante sur]1 ;...+ 00 [. l. , 

2°) a) Etablir que pour tout nombre réel t appartenant à 
]1 ; :r 00 [ on a : ln t < t - 1. ,.',! l-

b) En déduire une minoration de f(x) lorsque x> e. c, ~ 

Préciser alors la limite de f(x) lorsque x tend vers + 00. , " • 

c)De façon analogue, calculer la limite de f(x) lorsque x 
tend vers 1 par valèurs supérieures. ,,'l, II j C, Il'" 
3°) a) Soient a et b deux réels tels que: e:s; a < Q. 

b ... a b dt b - a 
Etablir que: ln b :s; fa ln t:S; lna' (. li 

b)Soit x utiréel strictement'supérieur à~. 

démontrer que a< f(x) < x 
c) Démontrer que :pour tqut u tel que e:s; u < x alors: 

x-u x-u··'·' 
lnx	 :s:f(x):s; u + ln 4 . '(, , 

d) Résoudre l'inéquation <I>(x) < x. '.'.' 
Justifier que l'on peut choisir u = <I>(x) lorsque x > f;.4. l ,.1 

Etabltl- alors que: .. ' . -

Vx> e4 , 1- <I>(x) :s;lri'x .f(x):s; _1_ + [1- <I>(x) ]~. L 
x .: -x. lnx x ln<l>(x) - 1 . 

e) Démontrè~ que: lim ~ = 1 et en déduire que 
X-+4' ln<l>(x) " _
 

. lnx . • ( ,1
 
lim -.f(x) =.1.
 

X-+ClO x 
oVérifier que l'on a l~égalité :
 

x

Vx> é, f(;) = ln [1 + e(x) ] aVec lim e(x) =O. CI 

. f<_ X-+4' 

g). En déduire le comportement asymptotique de la 
fonction f lorsque x tend vers + 00. DI '(;" 
40) a) On cherche à obtenir une valeur approchée de f(2) : 
Soit h la fonction telle que h(t) = a t + b et h(e) = 1 et 

1 
h(2) = ln2' 

Calculer les réels a et b et donner deux valeurs approchées,., _ 
de ces réels à 10-2 près. On utilisera ces valeurs approchées-/I 
pour la question 4b). 

b) On prend alors f(2) ~ J.2 
h(t) dt. Calculer cette valeur. 

• . - 0?'5°)	 a) Donner le tableau de variation de f.';> l 1 
b)Construire la courbe représentative de cette fonction 

f.	 Si)" 



(~":'~:) 
EXERCICE • "-...~....' ,. 

n Pour tout k on a ln(n+k) = ln[n(l+~)] = ln n + In( 1 + ~ ) d'où u,. = 

l[t ln(n + k)]' ln(n) = l nlnn+ l[~ln(l+ !:)] -lnn~ l n[tln(l+ !:)]
n~l n n~ n nlt:t n 

k k +1	 •
2°) Poue tout entier k compris entre 0 et n-l, sur [1+; i 1+--;:;- li la 

fonction ln étant croissante on a : ln( 1 + ~ ) s; ln x dx s; ln( 1+ ~ ),
n n 

soit en appliquant le théorème de comparaison des intégrales: 
••1 k ••, ,) ••, k + 1 

,)7"" In(l+-)dxs;r'7"" Inxdx><J,7"" In(l+--)dx,
)1 .. _	 n )1+_ 1+_ n 

n 1 n k 1~ n 1 k + 1 
ce qui noUs donne: ;:; ln( 1 + ;:;)>< f,,~n lnx dx ><;:; ln( 1 + -;;-) 

3°) La propliété étant vraie pour tou; k, en particulier on aura: 
1 0 ,.2. 1 1 
;:;ln(1+ ;:;)><h n lnxdx><;:;ln(l+;:;) 

1 1	 ,2. 1 2
-ln(l+-)><J. r Inxdx><-ln(1+-) 
n n	 h; n n 

1 n-l' 1 n _. ln(1 + -	 )>< r n-' ln x dx >< - ln( 1 + - )
n n )1 .._ n n 

nI' 
Ce qu.inousdonne en sommant ces inégalitéS : ~. ;; ln2 Sft Inx dx s;, un· 

, 2 1 1 2 
4°)f, Inxdx" un"f, lnxdx+;:; n 

Or ltend v~~ O"lorsque n tend vers + "" d'où, d'après le théorème des 

gen~armes, u,. tend vers ft' ln x dx, Par une intégration par parties, on 

obtient Iim u,. =ft' ln x dx =[x ln x . x li = 2 ln 2 - 1 

EXERCICE Il 

Si 1barycentre de (B, 2), (C, -1) et (D, 1) alors: 
-'-J>""'-, 

2IB-IC+ID- 0 <=> ............
 
2IB+CD- 0 <=> ............
 
2 IB 0 D C- AB donc 1est le milieu du segment [AB]. 

~ 

PROBLEME ( nfoints) 

Partie A (f)'a <&..,( ):> ?
 
X
 

l1J(x) = (ln X)2 si x > 0 et <1>(0) =0, 

. }O)fun l1J(x) = fun ~ = fun X _1_ = 0 = <1>(0), d'où <1> est)2x~o x~o (ln x) x~O (ln x) . '1> ( 
continue en 0; Or comme l1J est le quotient de deux fonctions ()'f'~ 
continues ( ne s'annulant pas) sur ]0, + 00 [,-~,. f1 } d)rn( <1>, 
est continue sur[ 0; + 00 [ .... r1 , . 
2°) a) fun <1>(x) - <1>(0) = fun ~ = 0, la fonction <1> est donc ~ cH' 

. x-o x-O x~o(ln~) "J :" 
dénvable en 0 et son nombre dénvé est 0, "v fi': C' 'té 

(Inx)2-21nx	 \ t" v 
b) l1J'(x) = . 4' Le signe de F'(x) dépend donc 

(lnx)
 
essentiellement de celui de (ln X)2 - 2 hl X=ln x( ln x - 2),
 

fun l1J(x) = lim _x_ = lirn _'_1_ = + 00 car
 
x~..., X-'"," (hlX)2 x~"'" (lnX)2
 

X 

fun (lnX)2 = lirn l: (InX) 2 ='D+.
 
x~"'" X x~"," 4 X
 

X • ./X
 
2
 

lirn (lux) =0+ donc lim ~ = + 00, La droite d'équation x = 1
 
x~l X x~l (ln x)
 
est donc
 
verticale à (C),
 
On a donc le tableau de
 
variation :
 

La 

-
++<I>'(x) 

asymptote .---,..----,---------.., 
x 0 1 ell 

<I>(x) 

" 

Si G est le barycentre de (A,k) , (B,2), (C,k·l) et (D,1-2k) 
alors: 

-+ -Jo -+ -Jo-+ 

o	 kGA+2GB+(k-l)GC+(1-2k)GD- 0 
égalité 'lui devient en introduisant 1: ........
 

2GI+k(IA+IB-2ID)- 0 <=> 
-+ -+ -+ -+ -+ k-+ -il> 

2GI+k(DA+DQ- 0 <=> IG~ïDB-kOB 

Le point G décrit donc la droite passant par 1et parallèle à (DB).
 
Le point de (AC) 'lui appartient à El est donc le milieu de [AO], Dans ce cas on devra
 
avoir: .../
 
.... 1 .... 1 ,/0, \
 
IG2-BOdonck=- - V ~ J
 

2 2 ' 

Si M vérifie l'égalité :
 
-.. -+ ..... .....
 

(MA + M C- 2 M D).{2 M B- M C+ MD) - 0 cela est équivalent à dire ( en
 

1

-> ....
 

introduisant Adans le premier facteur et 1dans le second) :2M LDB~ 0 donc le pDint
 
M décrit la droite passant par 1et orthogonale à (DB).
 

Si M vérifie l'égalité:
 
MA' + MC'· 2MD' =- 60A'
 
cela est équivalent ( en introduisant A dans la relation vectorielle 'lui en découle) :
 

AC'· 2 AD'+ 2;;'(M:.- 2AD)~60A2 

OrAC=20A,AD'=OA'+OB'etOB=20A ~ .... \>-> ~',~ 
on obtient alors en remplaçant dans la dernière égalité: 2 MA. DB- 0, Le p~int M , 
décrit donc la droite passant par A et perpendiculaire à (DB), c'est à dire la rOlte .. 
(AC). " 



.. l 

o~t~courbe (q, admet donC' une branche parabolique au voisinage 
de + 00 de direction Ox. 

,~ .. ( b) <P'(e) = -1. La tangente à (C), au point d'abscisse e est 
(} (~ donc parallèle à la deuxième bissectrice. elle a pour équation 

y=-x+2e. 

r·~ .~ 

j.• ~ 

f-' 

j.•..' ! ~ j..~L ..·I·..·;··..r.. ··i··..' ....: j. [ ' ; ) . 

4°) Sur l'intervalle ] 1; e2 
[, <P est continue et strictement 

décroissante, elle définit donc une bijection de l'intervalle ]1 ; e2
] 

2 2 e e e 
sur [ 4; + 00 [. Or e < 4 donc 4" < 1 et 4 < e c'est-à-dire que e 

2 

appartient à l'intervalle [ e ; + 00 [ donc, e admet un unique
4 

antécédent dans l'intervalle] 1; e2 
[. On peut remarquer que 

l1>(e) = e donc l'antécédent de e est e. 
Sur l'intervalle l e2

; + 00[, 11> est continue et stric~ment 
croissante, elle définit donc une bijection de l'intervalle] e', + 00 [ 

2 2e e e
sur} 4; + 00 [. Or e < 4 donc 4" < 1 et 4 < e c'est-à-dire que e 

2' 

appartient à l'intervalle [ e ; + 00 [ donc, e admet un lUlique
4 

3 

antécédent CL dans l'intervalle} e2; + 00 [. De plus l1>(e3
) = e et

9 
4 3 4 e e eC 3<P(e ) = 16 . On démontre facilement que "9 < e < 16 donc <P(e ) 

< <P(u) < <P(e4
) soit, plus exactement que e3 < u < eC

, 

Partie B. 

1°) a) Soit x de l'intervalle ]1 ; + 00 [, sur l'intervalle [ e ; x ], la 

'1-( fonction définie par g(t) = ~ t est continue, elle admet donc une 

01 primitive, Or, f est la primitive de g qui s'annule en e, donc f est 
parfaitement définie sur l'intervalle ]1 ; + 00 [. 

1
'" '" ,,( b) Par définition de f, f'.(x) = g(x) = ln· ,Sur]1 + 00 [, ln x > 0
 

'1'lJ:t""11I' , X
 
ï/l donc f' (x) > 0 et f strictement croissante sur cet intervalle.
 

2°) a) Soit <pet) = ln t - t + 1. <p'(t) = t-1 qui est toujours 

./ négatif sur l'intervalle] 1 ; + 00 [. Donc <p est décroissante, de 
O~ ~ plus <p(1) = 0 Donc pour tout t de ]1 ; + 00 [, <pet) < 0, soit plus 

précisément: 0 < ln t < t - 1.0'où t ~ 1 ~ ~ t 
b)Alors,lorsque x> e, on peut appliquer le théorème de la 

positivité de l'intégrale et on obtient ",,

f(x) = r" ~ > r"..5!!... =ln(x - 1) - ln ( e - 1). o! '[J
Jelnt Jet_1 

Or lim ln(x-1) - ln(e-1) = + 00, D'où d'après le théorème de 
x-~ ~ 

comparaison des limites, on en déduit que lim f(x) = + 00. êJ 1 ·tA 
x- .... 

c) Si1< x < e, sur l'intervalle [ x ; e ], d'après l'inégalité 
établie à la B2a) on en déduit que 

dt dt ' . ff(x)=r"-<r"-=ln(x-l)-ln(e-1), OiL
Je Int Je t - 1 

Or lim ln(x-1) - ln(e-1) = - 00. D'où d'après le théorème de 
x-l , 

,. comparaison des limites, on en déduit que lim f(x) = - 00. C', 'U 
x-l 

3°) a) e:;;; a < t < b <=> 0 < ln a < ln t < ln b 

<=> 0 < _1_ < _1_ < _1_ d'où en appliquant le théorème de 
lnb lnt lna
 

comparaison des intégrales ( sachant que a < b)
 

0< rb _1_ dt< fb ~ < fb _l_dt 
Ja ln b a ln t a ln a 

. b - a b dt b - a 
SOlt que: ln b :;; f. -t" ln a (A) 

1 1
b)e:;;l,;;x<=> 1"lnt"lnx<=> 0,,-:;;;-,,1 ..

lnx Int '~,1 
x dt , Otl ~ 

<=> Os!, - sr" at= x- es: x. (B)e ln t Je
 
é) En appliquantl'inégalité (A) aux réels u et x tels que:
 

x - U r dt x-u

es:u<x alors: --:;;;Ju s

Inx u lnt lnu 
x - u e dt x dt x - U 

<=> ln x s fu ln t + Je ln t s: ln u 
x -u "lX-U 

<=> -- :d(x) - f(u) s --
Inx Inu
 
x-u x-u
 

<=> -1- + f(u)s f(x) sf(u) + -ln' 
nx u 1 

En a ppliquant l'inégalité (B) on obtien,f: 
x -u x -u ,.-, 
-1- s f(x) s: u + -ln (q

nx li 

d) <P(x) < X <=> °< ~,[ (ln xf-1] -,
(lnxh ' . \ 

<=> (ln x < -1 ou ln x> 1 )4=> '0 < X <·e-1 ou X > e 1 
Sur l'intervalle [CL; + ooA, la 'fonction 11> est croissante et donc 
plus particulièrement sur l'intervalle [eC

; +00 [. De plus sur cet ~ 
intervalle l1>(x) > <P(u) = e et d'après les résultats de l'inéquation 
précédente, <l>(x) < x. On a donc pour tout x > e~, e'< <l>(x) < x, '" ," 
Voilà pourquoi, on peut poser dans l'inégalité(C), u = <l>(x) 7.1/1'
lorsque x > eC

• Ce qui dOlme alors: . , 

x - <P(x) f() 11>() x - <P(x) "/~s: xs: x+~ ., 

puis, en multipliant par le nombr~ positif ~x : ' .' 

Vx>ec,l- <P(x) :;;;lnx.f(x)s.l.-+[l_ l1>(x) ]~. 
x x ln x x ln <I>(x) w,J'. 

) lim ~ = lim ln x' = hm _X__ 
e x-.... ln<I>(x) x- .... lnx-ln(lnx;t- x-.... X-'}InX () '1'" 

. . X.lnx <;;-'~ . 1 .J 

lim -11X = 1 Avecle théorème des gendarmes on en déduit 
x-~ l-i~ '. 

X 1 

lnx . 
que x~~ ~.f(x) '" 1. () j 'I( 

f) Soit alors Vx > e~ , e(x) = ~ f(x) - 1 d'ap~ès la question 
x 

précédente on a alors' x .(!JJ 'lAI' 
lim e(x) = 0 et f(x) = -ln [1 +e(x) ] .: 1 

X-+OO X 

g) x~lJ" f~) = x~~ ~X [ 1 + e(x) ] ~. 0 donc la coW'be .... 

représentative de f admet en + ~ une branche parabolique de l.} U' 
direction Ox. , ' ".' , 
40) ln2-1 ! e-21n2 . br" 

a) a'= (e _ 2)ln2 "'- 0,61 et b= (e _ 2)ln2 '" 2,67 l' 

2 e 2 ae' l.
 

b) f(2) .. Je h(t~.dt = [a '2 +bt]e =2(a+b) - e(2' + b)
 

,= - 0,88 O."li."ï 
5°) a) 9,----.,.-----------,
 

x +oc 

f(x) -+- -t 

t' 

CI. t .1 

/
 
1 


