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EXERCICE I

On considere I'équation (E) :
23 -(5+3i)) 2+ (6+111)z - 10i=0, ouz

désigne un nombre complexe.
1°) a) Démontrer que (E) admet une unique solution
réelle z;.

b) Résoudre I'équation (E). On notera z» la
solution de (E) telle que Re(z,) = z; et z3 la troisieme
solution.
2°) Le plan affine euclidien étant rapporté a un
repére orthonormé direct (O, I, J), on appelle A, B et
C les points d'affixes respectives z1, z et z3.

a) Déterminer le barycentre des points pondérés

(A/ 2)/ (B/ - 2) et (Cr 1)

b) Soit S la similitude plane directe qui
transforme A en B et B en C. Déterminer le rapport,
I'angle et le centre de S.

) Calculer l'affixe du point C', image de C par
S.

d) Sans aucun calcul, démontrer que le

barycentre des points pondérés (B, 2), (C, - 2) et
(C', 1) est le point I

EXERCICE II

1°) a) Soit deux nombres réels naturels p et q tels
quep > q. Démontrer quep+q et p - q sontde
méme parité.

b) En déduire que p2 - 2 est soit impair, soit
multiple de 4.
2°) Soit n un nombre entier naturel.

a) On suppose que n est impair. Démontrer qu'il
existe deux nombres entiers naturels consécutifs p et

qtelsque; n=p2- 2.

b) On suppose que n est multiple de 4.
Démontrer qu'il existe deux nombres entiers
naturels pet qtels que: n=p2- 2.
3°) Déduire des questions 1°) et 2°) une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un nombre entier

naturel soit la différence des carrés de deux nombres
entiers naturels.

PROBLEME
L’objet du probléme est de démontrer que
lim (—1—+l+ +l) =e
o 1" Tl

n—+ o
en utilisant le calcul intégral.

Partie A:
1°) Démontrer par récurrence que:
1
YnelIN* o <7nd

2°) Soit (Upkern la suite numérique définie par :

u =1
1 1 1
{VHE IN* un=m+1—!+...+a

a) Déduire du 1°) quela suite u est majorée par
3.

b) Démontrer que la suite u est convergente,
sans chercher a calculer sa limite.

Partie B:

On considere la fonction f, de IR vers IR définie par

(X)) =ex.

Pour tout nombre entier naturel n non nul, on

considere la fonction f, de IR vers IR définie par :
f.(x) = xnex,

Dans le plan muni d'un repére orthonormé ( O, I, ])

(unité 4 cm), on désigne par (C;) et (C,) les

représentations graphiquesrespectives de f, et f,..

1°) Etudier les variations de f; et f;. Préciser la

position de (C,) par rapport a (C;). Construire les

courbes (C,) et (C;) sur une méme figure

(prendre e=2,7 et e1 = 0,37).

2°) Etudier les variations de f, pour n > 2, en

distinguant deux cas suivant la parité den.

3°) Construire les courbes (Cy) et (C3) sur une autre

tigure quela figure du 1°).

Partie C: -
Pour tout nombre entier naturel n, on consideére la
fonction F, définie sur IR, par :

Fio=J | fudt

1°) Calculer F(x) et F1(x) pour tout x appartenant a I
R;. Calculer ensuite lim F (x)et lim Fq(x).
X—>+ X—=+ 00
2°) Démontrer que:
VneE IN* Vx EIR; Fp(x) =- xtex+ nF,1(x).

Partie D.
Le but de cette derniére partie est de calculer la limite
de la suite (Upnen de la partie A.
1°) a) Démontrer que:
Fn(l) el Fn-l(]-
VYne IN* Al =T +(ﬂ-1)!)
b) En déduire que:
Fn(1)

VYne IN = 1-elup
2°) a) Démontrer que:

Vne IN* Yte[0,1] O<f(t)<el.

b)En déduireque: Vn€ IN* 0<Fp(l)<el.

3°) Déduire des résultats des questions précédentes
la limite lorsque n tend vers l'infini de :
1 1 1

b—!+T!-+'"+H
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1°) a) z; est solution réelle de (E) ssi
713 =572+ 62, =0
-322+112z,-10=0

b) (E)<=>(z-2)[22-(3+3i)z+51]=0
A=-2i=(1-1)2; z,=2+1i; zz=1+2i
2°) a) L'affixe dubarycentreest Z=2z,-27, + z;
donc Z = 1. Le barycentre est donc le point L.
b) Premiére méthode:

d'otiz; =2

BC Z3 - Zp ;
k=28 =Tzm-a] = | 1+il =12
_ AR RO Z3 - 2o

0 =mes(AB ,BC)=arg (——-Zz - Zl)

—arg(1+i)=7

Q étant le centre de la similitude directe on doit donc
avoir QAB isocele rectangle et le triplet (Q, A, B)
direct on vérifie que Q =1 en montrant que

mes(1A | TB )=7 etqueg =2,

Deuxieme méthode: La relation complexe
associée a Sestdela formez'=az +Db,
S(A)=B 2a+b=2+1
{S(B)=C === {(2+i)a+b=1+2i

Donc S est associée a la relationz'=(1+1) z-1
k= Ial = |1+1| =\/§ ete:al‘g(a)=arg(l+i)=g,

L'affixe du centre Q vérifie la relationz=(1+1i)z-1
doncz=1letQ=1.
S est donc la similitude directe de centre I, de rapport

. LS
k=42 etdangle(ﬂ—4°

oZc=(1+1i)z3z-i=-1+21i.Donc C'(-1; 2).

d) S étant une application affine conserve le
barycentre. [ est barycentre de (A, 2), (B, -2), (C, 1)
donc S(I) = I est barycentre de (B, 2), (C, -2), (C', 1).

EXERCICE II

1°) a) Premiere méthode: disjonction des cas: En

posantp=2koup=2k+1letq=2k'ouq=2k'+1,0on

vérifie que p + q et p - q ont la méme parité.
Deuxiéme méthode: utilisation des

congruences (p+q)-(p-q) =2qdonc

p+q=p-q [2]

b) p2-q2=(p+q) (p-q). Cest doncle produit
soit de deux nombres impairs donc un nombre
impair, soit de deux nombres pairs donc un multiple
de 4.
2°) a)Enposantn=2k+1=(k'+1)2-k?, on
vérifie que k'=k.

b)Sin=4ketn=p2-q? onsaitquep+qetp-q
doivent étre tous deux pairs. Posons alors p-q=2r

etp+ q=2r'.Ondoit donc avoirr r' = k. r est donc

un diviseur de k, prenons par exemple r =1, alors
p-q=2 p=k+1

{p+q=2k e {q=k-1

3°) Si n est impair ou multiple de 4 alors d'apres 2°) n

est différence de deux carrés.

Réciproquement si n est une différence de deux

carrés, d'aprés 1°) b) , n est impair ou multiple de 4.

Une condition nécessaire et suffisante pour que n soit

une différence de deux carrés est qu'il soit impair ou

multiple de 4.

PROBLEME

Partie A:
1 -1
nl =20l

1°) Soit p(n) la proposition

1 1
= 1et 20 = 1 donc p(1) est vraie.
® Supposons p(n) vraie
1
o Sond <=> 2n-l<n!
<=>n+1)20l<(n+1)n! (o)
or2<n+1lcarn>1donc
(o) =>2201<(n+1)!

<=>2n< (n+1)! »
o 1
o+ D! <o
® Onadonc: Yn&EIN* %T s2r1,_1
2°) a) 1<1

L= R = ==
I I
1R 2] 03]

A

doncun.<_l+—1
=7

1
un<3-57

u, <3

b)ups1-un= zn+—1)’ . Donc (uy) est croissante.

Toute suite croissante et majorée est convergente.
(up) est donc convergente.

Partie B:

1°) f'o(x) =-ex tableau de variations 1

f'i(x) = (1-x) ex tableau de variations 2

fi(x) - fo(x) = (x - 1) exdonc

sur | -o0; 1[ (C;) est au-dessous de (Cy);

sur |1; 4o [ (C;) est au-dessus de (Cy)
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2°) f'h(x) = xn-1(n-x) ex

Tableau de variations 3 dans le cas ot n est pair.
Tableau de variations 4 dans le cas ot1 n est impair.
3°) Courbes (Cy) et (Cs) sur la fig 2. 11 est intéressant
de vérifier que sur | -oo; 1[ (C;) est au-dessous de (Co)
et sur |1; +oo [ (C3) est au-dessus de (Cy)

Partie C:

19) Fox) =[ - ety =1-ex

X

F1(x) ZJO tetdt Posonsu(t) =tetv'(t)=et
alorsona : u'(t)=1etv(t)=-et donc
F,()=[-telp +JX -tdt

1) =[-tef 0 ©

Fi(x) =1-eXx-xexX
lim F(x)=1et lim Fyx)=1

X—=>+00 X—>+00
X
2°) Fi(x) =j 0 tne-tdt Posonsu(t)=tnet v'(t) = et
alorsona : u'(t) =ntrletv(t)=-et donc
X X
=[- tnet - _n 0l ot
Fa)=[- trety JO n tole-tdt

F.(x) =-xneXx+nFuq1(x)

Partie D.
1°) a) Pour x=1, Fo(1) =-e1+ nF,1(1) donc
Fn(l) el Fn—l(l)

Vn€ IN* — = o7 o
F 1) el Fpa(l)
b)) = = W D)
Fpa(D) el  Fpo(l)
-1 =~ "D T(n-2)!
Fno(1) el Fpa®)
m-2) = “n2)! T3
..... s
2! TR T
F1(1) el Fol)
1! = -7 o
Fa) /1 1 1 1 1y Fq)
n " e’l(HJ“(n-l)!*(n-2)!+'"+i+ﬁ ol
=-eluy+1
Fo(D)
deplus o= Fo(I)=1-el=1-elu,

F.(1
donc Vn€ IN ;(,) =1-elup,

2°) a) En étudiant les tableaux de variations 2, 3 et 4
on vérifie que Vn € IN*, f,est croissante sur [0, 1]
donc Vte[0,1] £,(0) <fy(t) < fy(1) c'est a dire
O<fat) <el
bDonc | 0dt<f’ tavdt<f etar
)onc0 son()soe

cestadireque: Vn€ IN* 0<Fy(l)<el

3)0<F(l)<el <=>0<n!l(1l-eluy<el

1
Or d'apreésla partieA1°) ona —7 < onl donc
1
VnE IN* O<e-up< T

lim2n—_1 =0d'otulim (e-up) =0soit: imup=-e

-0




